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Résumé—On établit un résultat permettant d’obtenir la forme du flux d’entropie tant dans le cadre de
la théorie classique de la thermodynamique des phénoménes irréversibles que dans celui de la thermo-
dynamique dite rationnelle. Des applications aux mélanges fluides et aux solides sont développées.

NOMENCLATURE

vecteur quelconque;

flux de diffusion;

flux d’entropie;

tenseur du second ordre;
production de quantité de mouvement due a
Pinteraction entre espéces;

flux de chaleur;

entropie spécifique;

tenseur des contraintes partiel;
tenseur des contraintes;

vitesse de diffusion du constituant «;
vitesse barycentrique;

.. vitesse du constituant o.
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Symboles grecs

Yo taux de production de constituant « par
réaction chimique;

& énergie interne spécifique;

0, température;

W, = ¢—0s, énergie libre spécifique.

L INTRODUCTION

ON CONSIDERE un milieu continu quelconque de masse
volumique p, d’entropie spécifique s, de champ de
vitesse V, en I'absence de toute distribution volumique
de sources de chaleur et de forces extérieures. En
thermodynamique rationnelle comme en thermo-
dynamique des phénomeénes irréversibles classique, le
second principe est exprimé, en chaque point, par
'inégalité de Clausius—Duhem:

ps+divl, =0, (1)
ou § désigne la dérivée barycentrique définie par:

ds 0s V-V

—_-2 Vs,

de ot
le flux d’entropie J; se réduisant dans les cas les plus
élémentaires a q/6, ou q est le flux de chaleur et 0 la
température. En thermodynamique rationnelle, la
forme de J; est, le plus souvent, tout simplement
postulée. Seul Miiller [1], suivi par Doria [2] et Gurtin
[3] considére, dans des cas particuliers, le flux d’en-
tropie comme une quantité donnée, au méme titre que
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les autres flux thermodynamiques, par une relation
constitutive, et cherche a exploiter complétement
mathématiquement le fait que I'inégalité de Clausius-
Duhem doit étre vérifiée quel que soit le processus
constitutif au sens de Coleman [4]. En thermo-
dynamique classique, par contre, le flux d’entropie est
déduit, ainsi que la production d’entropie volumique
174, de I’équation d’évolution de l'entropie, obtenue a
partir de 'équation de Gibbs et mise au préalable sous
la forme habituelle d’un bilan. Si, dans les cas les plus
simples, des considérations physiques rendent indis-
cutables les résultats ainsi obtenus, il n’en va pas forcé-
ment de méme pour des situations complexes. En
effet, c'est une banalité que de dire que I'équation
d’évolution de I'entropie peut a priori étre également
écrite:

p§+div(J;+ @) = 1,+div @, (2)

ol ¢ est un vecteur arbitraire, et malheureusement,
les arguments généralement présentés pour affirmer
'unicité d’une telle décomposition sont peu convain-
cants [5]. Dans ce qui suit, nous nous proposons de
généraliser la démarche faite en thermodynamique
rationnelle par Miiller et de 'adapter a la thermo-
dynamique des phénomeénes irréversibles classique.
Que I'on se place de l'un ou lautre point de vue, on
est conduit a la résolution d'un méme probléme:

Etant donné un ensemble A de variables définissant
le processus et une fonction f donnée, trouver toutes
les fonctions ¢(A) satisfaisant :

dive(A)+ f(A)=0 VA (3)

Un théoréme de représentation de ¢(A) est donné au
paragraphe 2 et des applications & des mélanges fluides
etades solides rigides sont traitées dans le paragraphe 3.

2. REPRESENTATION DE ¢

Nous noterons:
{g®’} une suite de M fonctions vectorielles déri-
vables de R? dans R?,
{L™} unesuitede N fonctions tensorielles dérivables
de R3 dans R> ® R,
¢ une fonction vectorielle C* des {g")} et des
{LM},



726 M. LANCE,

Enfin une base orthonormée de R* étant fixée. nous
étendrons la convention de sommation a tous les
indices répétés, sauf mention du contraire. Nous ¢non-
cerons sous forme de théoréme les résultats suivants:

Théoréme
[ étant une fonction donnée des g'' et des L™, si:

Vg‘“’. VLY. div (P_|_f(g“"_ L(")) =0, 4

alors:

(a) ¢ ne peut dépendre que des vecteurs g dont
le gradient est symétrique ou antisymeétrique et des
tenseurs LY tels que:

(‘SL;&D (‘}L}‘\l)
= (5)
CNy [GAY]
ou
L(\) ¢ L(\)
- (6)
CX; Xy
ou encore:
AT (v b
('L}c‘l) (”LE}
X Xy
ou
oLy Ly "
xg g

(b) Si le gradient des g’ est syméirique et si celui
des L satisfait (5), alors ¢ est de la forme:

@i(gW. LYy = g

avec A;; = — A
7 N

() () (pa) (L) (o) ©),, &)
+AG 95 " g g + A s Lk -

Démonstration
(a) L'inégalité (1) implique:

Y. At
vg(u). 1 5 Lo oy o S[:kl +flg W 6% >0,
A ) o
cgi’ oxg o Ly ox;
qui impose:

S OLY fo;
q()\) <= (r(DU ;]*7 =0, (9)
clyy Oxg ﬁq 2 ox;

ce qui fournit la premiére partie du théoréme.

(b) Nous nous restreindrons dans la suite aux cas
utiles en physique, c’est a dire a des vecteurs g et
des tenseurs L satisfaisant les conditions (5), ce qui
entraine, compte tenu de (9):

oy E‘PJ
P o (10)
cq; i

et
i ¢
o= (1)
CLy Ly

vg!, VL™,

Cherchons alors dans un premier temps la forme
nécessaire de ¢ par rapport aux variables g, et pour
ce faire nous utiliserons une méthode due & Gurtin [7],
qui écrit :

~ ol 22
T e 901 —
(;g;_u) ((],(“) (’(J ()~ q(v) (;glu)(qg(»)

(pas de sommation),
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d’ou
~3
CTP;
¢ c/"”(“t],‘f 2 c/

=),
car sur les quatre indices ijkl, deux sont nécessaire-
ment répétés. Il vient alors par intégration:

(l1) AJ() )
(Pizl\'i‘*'b“ i BU\ I (\

ik Yj Y -
avec
B = BRY (12)
relation traduisant le théoréme de Schwartz.
Posons:
Sif’ =B+ By AL = 4B - B,
D’ou
o= kit ES gy A gl + g3 gl
+3AR GG - gl ). (13)

Or les conditions (10) doivent étre satisfaites quels que
soient les vecteurs g, donc en particulier lorsqu’ils
sont tous proportionnels 4 un vecteur de référence r,
soit:
q(]u) (u)'l
I1 vient, dans ce cas:
0= k +E(\) ) ,+S{M)).(“)/h.wjl‘jrk,

les conditions (10) se traduisant par:

I1 est aisé de voir que:

(v} fuv) )
Slij = _Silj - Ell -

~Ei (14)
Compte tenu de la déﬁnition de S{&”. (14) entraine sa
nullité, et les conditions (10) appliquées a la forme
résultante de ¢; imposent

(uv) _ u‘), .
4uh = Cijk s

d’od
() (ul Uu) () ) S (1)
@ = l‘ +Eu x]kq] gk bij th .
Dans un deuxiéme temps, nous déduisons par une
suite de raisonnements analogues la forme nécessaire

de ¢ par rapport aux L™,

(=0 P
eLWeLY) aLwart)
(pas de sommation),
d’oi
‘1"3(/’.'
L(#)‘!L(V) AL(‘)

car deux indices se répétent nécessairement. Soit par
intégration:

= hit+ C L'+ Gliom L L, (15)
avec
G(/l\) G(}‘ﬂ{ 16
ijklm — Yilmjk- ( )

Posons alors
(uv) 1 (uv) (uv)
FLigwim = 2(Gijim~+ Gijm)
1 (uv) {uv)
A ijiim = 2(Giljem — Gilemt)

(u) (u) (u) (T3] (1) ()
Sijk = Z(Cljk lkj) dijk = Z(Cuk "Ciki)-
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Les conditions (11)devant étre vérifiées quels que soient
les tenseurs L, et en particulier lorsque ces derniers
sont symétriques (15) devient:

=k +S,M)L( E)u‘:[z”L(u)L(v)

Or,(ll)entrame s = — st

yffk‘l)m = _tg;c‘};l)m =% fy‘.‘}}()u,
ce qui, compte tenu de leur définition et du fait que
chaque indice ne peut prendre que trois valeurs,
entraine leur nullité. Les conditions (11) appliquées a
la partie simplifiée conduisent alors a:
afj‘) B f}‘k‘zln =0,
d’od
_ ]’l +B(U) ukL(“)

Nous disposons donc des deux expressions suivantes
pour ¢:

( (1) L(\')) _ k<+E(lj‘)g“”+oc(“”sj ggu)g;:)’

( '] L‘”) _ h +ﬁw)€uk[‘(”)

Par une identification purement algébrique, on obtient
I’expression finale pour ¢:

o (gm L(v)) =q +A,‘j"g§“’+n pa)S,,kg;p)g(a)-FA(:)S, L(é)

(17
avec AE}” = —A}‘i". )

En particulier, si Q appartient au groupe d’isotropie
de ¢, on doit avoir:

#(Qg". QL"'Q) = Qo(g”, L*).

Si g; est nul et @ isotrope, on vérifie alors que ¢ est nul.

3. APPLICATIONS

3.1. Mélanges forts

Un mélange fort [6] est par définition un mélange
pour lequel le temps caractéristique des échanges de
quantité de mouvement entre espéces est trés inférieur
a un temps macroscopique caractéristique des sollici-
tations extérieures. Si C, désigne la fraction massique
du constituant a, la thermodynamique des phénoménes
irréversibles classique [S] suggére de prendre pour
suite de variables indépendantes

A=(p,C, 0, n, grad u,, grad 'V, grad f),

ou yu, est le potentiel chimique par unité de masse de
I'espéce a. Pour lever Pambiguité relative & J; signalée
dans I'introduction, posons:
q— Z Auan
&
0
et considérons le vecteur ¢ comme un flux thermo-
dynamique dépendant tout comme q et J, de A. 1l
s’agit alors de déterminer les vecteurs ¢ compatibles
avec un tel choix de variables et avec le deuxiéme
principe de la thermodynamique, c’est a dire vérifiant
I'inégalité (3). L’application du théoréme précédent
fournit:

Jg = + o,

olp, 0, C,, 1, grad y,, grad 0, grad V)
= E(p’ 09 Cza uz)grad 6 + Z Fz(p’ 6» Cw :uot)grad Hy

+Y p*grad O grad y,+ iegrad V
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¢ étant le tenseur d’orientation de composante &;j.
En particulier, pour un fluide isotrope, ¢ est nul, ce
qui prouve le bien fondé du choix habituel de J; et 14,
et étend au cas d’'un mélange visqueux un résultat de
Gurtin [3] en thermodynamique rationnelle.

3.2. Mélanges faibles non visqueux

Pour ce type de mélange [6,7], le temps carac-
téristique des échanges de quantité de mouvement est
de l'ordre du temps caractéristique des sollicitations
externes, ce qui nécessite ’établissement d'un bilan
partiel de quantité de mouvement. Les équations de
conservation de la masse du constituant «, de la
quantité de mouvement du constituant «, de I'énergic
interne, de la masse totale et de la quantité de mouve-
ment totale, s’écrivent respectivemnent :

patpadivy, + U, grad p, = py,

dve .
pamy tpalerad Vo) U, = divT 4 p.L,

pé+divg—Y (T,—p,U,®@U,)grad vV =0,
ptpdivV =0,
dv
pE = dlv(T—Zanaz@Ua)

le deuxiéme principe se traduisant par (1).

Nous adopterons dans cet exemple le point de vue
delathermodynamique rationnelle des mélanges [7,1],
en choisissant un ensemble de variables indépendantes
donné par:

A =(p,, 0, grad p,, grad 6, U,),

et les lois constitutives suivantes:
ll/ = lZ/‘(AL Ta = T;(A)a Ya = '91(/\)5 Js =
s = 3(A) 1, = L(A).
Remarquons cependant que ce méme ensemble A peut
également étre déduit par une démarche classique a
partir de I'inégalité d’évolution de 'entropie. L'inégalité
entropique entraine que:
ok ¢V, oy
+ ‘I‘l -
V.o TPLg,
+J,-gradf+ 3 n,

s(A),

U, -grad p,)

U1$07

¢
ot I'on a posé:

k = q+ Y (T, —$pU)U, - 03,
et
n, = p,l,+3p7,U..

Le théoréme de représentation donne immédiatement :
k(p,, 0, grad p,, grad 6, U,)
a(pa(’ 0, Ua) + Z Ei(P“a 9) Uz) grad p/f
]

+F(p,, 0, U,)grad 0
+3 G.(p,, 0, U,)grad O A grad p,,

avec E et F antisymeétriques.
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Pour un mélange isotrope, 'expression de k devient:

k=3 A%p,. 01U, U U, {1%)

On peut montrer, par ailleurs [7]. que le tenseur T,
des contraintes partiel peut s’exprimer sous la forme:

ck Y Oy
T,.=|- 7] TP S L
A opy

ce qui entraine qu’au troisiéme ordre prés, par rapport
aux U, :

q'—()JS = Z,“qu» avec = p .

Le résultat (18) est plus précis que ceux de Muller et
Gurtin, valables seulement au deuxiéme ordre prés et
généralise celui de Doria, obtenu pour un mélange
binaire.

3.3. Thermoconduction dans un solide rigide

Si les exemples précédents ne font que confirmer
les choix habituellement faits, I'application qui suit
montre qu'il n'en va pas de méme pour des milieux
anisotropes pour lesquels il semble nécessaire d’intro-
duire une hypothése physique supplémentaire. Con-
sidérons a cet effet un solide rigide ou régne un champ
de température non uniforme. La thermodynamique
des phénomeénes irréversibles classique indique que:

A = (0, grad 0).

Le théoréme de représentation conduit alors a:

J, = %+ E(0) grad 0. (19)
ou E(f) est un tenseur antisymétrique.

Si Q appartient au groupe d'isotropie de ¢, le
principe de symétrie matérielle entraine:

Qep(grad 0) = @(Qgrad 0),
soit:
QE = EQ.

avec E antisymétrique et Q orthogonal.

Les sous groupes du groupe orthogonal entrainant
la nullit¢ de E sont ceux du systéme rhombique, du
systéme cubique, du systéme tétragonal sauf pour 3
groupes, et du systéme hexagonal sauf cing groupes.
soit en tout 19 groupes. 1l n'est cependant pas possible

de conclure pour les 13 groupes restant ¢t I'isotropic
transverse, pour lesquels la forme (19) obtenue pour
le flux d'entropie n'est compatible avec I'expression
habituelle:

J, = o
que si 'on admet la nullité du tenseur E(0).

Sil’on considére deux matériaux rigides quelconques
séparés par une interface supposée passive, a travers
laquelle température ¢t composante normale du flux
de chaleur sont bien entendu continues, hypothése
précédente revient a admettre la continuité de la com-
posante normale du flux d'entropie. Ce postulat
physique supplémentaire n'est dailleurs gu’un cas
trés particulier, mais beaucoup moins contestable, du

“principe de paroi idéale™ de Miiller [§]

4. CONCLUSION

On a établi un théoréme de représentation d'une
fonction vectorielle d’arguments scalaires, vectoriels
ou tensoriels, qui trouve son application en thermo-
dynamique. Sous réserve que I'on connaisse les vari-
ables caractérisant un processus thermodynamique, ce
théoréme permet de déterminer la forme que doit
obligatoirement avoir le flux d’entropie, et dans des
cas particuliers, a conduit & la généralisation de
résultats obtenus récemment.
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ON.THE FORM OF THE ENTROPY FLUX

Abstract—A theorem is proved which allows to obtain the form of the entropy flux both in classical and
rational thermodynamics. Applications to fluid mixtures and rigid solids are given.

ZUR FORMULIERUNG DES ENTROPIEFLUSSES

Zusammenfassung — Es wird ein Theorem bewiesen, welches die Formulierung des Entropieflusses sowoht
im Rahmen der klassischen wie der rationalen Thermodynamik erlaubt. Die Anwendung der Methode
auf Fliissigkeitsgemische und starre Festkdrper wird diskutiert.

O BBIPAXEHUU NMOTOKA 3HTPOIIMN

Annotaius — J[aHO JOKa3aTENBCTBO TEOPEMbI, MO3BONAIONICH ONMCATH MOTOK SHTPONHH B paMKax
KJIACCHYECKON TepMOAMHAMHKM HEOGPATHMBIX NPOLECCOB M PALMOHANBHOH TepMomuHaMuKd. I1pu-
MEHMMOCTD BbIpaXKeHHsA NOKa3aHa Ha MPHMepPEe XHIKUX CMECEH H TBEPIBIX TEJl.
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